VAM 1

VARIABLES Y DISTRIBUCIONES MULTIDIMENSIONALES

VAM |
Introduccion

a. Sea el experimento consistente en tomar un argentino al azar y determinar su
estatura, peso, y nivel de colesterol en sangre. Este es un ejemplo tipico de un
experimento aleatorio de resultado compuesto, el cual en este caso consiste en tres
nameros, pudiendo entonces decirse que dicho resultado es una 3 — pla. Por ejemplo,
un posible resultado de este experimento seria:

(1,72 ;75 ; 190)
En general, si el resultado de un experimento aleatorio consiste en n nimeros, sera
expresado por una n — pla numérica tal como:

(X1; X250 Xn)

b. Podria darse el caso de que en el resultado del experimento figuren uno o mas
componentes que no sean numéricos, por ejemplo en el caso de determinar el sexo,
peso y talla de un recién nacido tomado al azar. En este caso el resultado podria ser:

(Varon ; 3,100 ; 0,51)
En estos casos puede obtenerse una respuesta enteramente numérica codificando
numericamente a los componentes no numéricos de la misma. Asi, si a “vardn” se le
asignaun 1y a “mujer” se le asigna un 2, el resultado anterior tomaria el aspecto:
(1;3,100;0,51)
En lo que sigue se tratara Unicamente con experimentos con resultados integramente
numericos, o con resultados cuyos componentes no numéricos hayan sido
codificados numericamente.

VAM I1
Variables aleatorias n — dimensionales
Sea un experimento aleatorio cuyo resultado sea una n — pla numérica (X1 ; X2 ; ... ; Xn).
A este experimento se le pueden asignar n variables aleatorias X; ; Xz ; ... ; X, que en una
realizacion del experimento asumiran respectivamente los valores x; ; X2 ; ... ; X, de la
n — pla resultante del mismo.
Se dir4 que estas n variables aleatorias X; ; Xz ; ... ; X, son simultéaneas, y a la n — pla de
variables aleatorias (X; ; Xz ; ... ; X;) se la llamara variable aleatoria n — dimensional.
Si en la realizacion de un experimento resulta que las variables X; ; Xz ; ... ; X, asumen
respectivamente los valores xi ; Xz ; ... ; X, Se dird que la variable aleatoria n — dimensional
(X1 ; Xz ..oy Xp) asume el valor (X3 ; X2 ; ... ; Xn)-

VAM Il

Universo v distribucién de probabilidad multidimensionales

a. Dado un experimento aleatorio cuyo resultado es una n — pla se define que el
universo del mismo es:
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E X1 Xn = {Todas las posibles n — plas} [1]

El universo Exl""’xn

dimensiones.

puede ser representado por un espacio euclideo de n

En la figura VAM Ill.a se indica la representacion euclidea de un universo
bidimensional EXY, asi como la de algunos de los subconjuntos (sucesos) del mismo.
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(B-1) Fig. VAM lll.a
Se define una distribucidn de probabilidad sobre Exl""’xﬂ , a la que se designara
MDExl ..... Xp _cuando a todos los subconjuntos (sucesos) de E X1 Xp _se

les asignen numeros arbitrarios (probabilidades) que cumplan con las tres
condiciones fundamentales de una distribucion de probabilidad (I, 11 y 11 de [1] de
NP V).

Igual que en el caso de las variables unidimensionales, toda distribucion de

probabilidades que se defina sobre EX1Xn ha de ser tal que asigne una
probabilidad nula al conjunto de todas las n — plas que no pueden aparecer en la
realizacion del experimento correspondiente.
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VAM IV

Funcién de Distribucion (F de D) de una variable n — dimensional

VAM IV.1
Sea un experimento aleatorio cuyo resultado tiene n componentes, y al cual corresponda por
lo tanto una variable n — dimensional (X1 ; Xz ; ... ; Xp).
Considérese definida sobre el universo Exl""’Xn una distribucion DExl ..... Xp -
Dados n nimeros cualesquiera, X3 ; Xz ; ... ; Xn Se tiene que:
{X1 S X]_} M o.M {Xn S Xn} [1]

es un subconjunto de EX1Xn (formado por todas las n — plas tales que su 1%

componente sea menor o igual que Xy, ..., Y que Ssu enesimo componente sea menor o igual

Como dicha probabilidad esta univocamente definida por los nimeros xi, ..., X, que se hayan
elegido se tiene que:

PX <X A e A Xp € Xn) = FRU K0 (xq, 0 %) 2]

donde Fxl""’xn (X1,.-,Xpy) €s una funcion de las variables ordinarias X, ..., Xn, estando la
relacién funcional determinada por la distribucion de probabilidad DExl ..... Xp -

A la funcién FX1++%n (X1,---»Xp ) _se la llamara Funcion de Distribucion Conjunta de las

variables Xj, ..., Xu; 0 Funcion de Distribucién de la variable n — dimensional (X4, ..., Xp).

VAM V.2

a. Se dara un ejemplo de la F. de D. de una variable bidimensional.
Sea el experimento consistente en tirar un dado “honesto” y revolear una moneda.
Asignese la variable X al resultado del tiro de dado. Asignese otra variable Y al
resultado del revoleo de la moneda, estableciéndose que Y asumira los valores 0 6 1
segun que salga cara o ceca.
Evidentemente, los Unicos resultados posibles que la variable bidimensional (XY)
puede asumir son las duplas componentes del conjunto:

S =1{(1,0),(1,1),(2.0).,(2,1),(3,0),(3,1),(4.0).(4.1),(5,0),(5,1),(6,0),(6,1)}  [3]

b. Se establece sobre E*" una distribucion de probabilidad tal que:
- Todas las duplas de S sean equiprobables.
P(E*Y=8)=0
Notar que esto implica que:
1°. Todo subconjunto de EXY que no comprende a ninguna de las [4]
duplas indicadas en S tendrd una probabilidad nula. Por ejemplo
(ver figura VAM IV.a), P(A) = 0.
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2°.P(X:me:y):%2 , V(X,y)eS [5]

3°. Todo subconjunto de EXY que comprende a una o més de las
duplas indicadas en S (por ejemplo el B indicado en las figura [6]
VAM 1V.a) tendra una probabilidad igual a la suma de las
probabilidades individuales de dichas duplas ya que las mismas son
sucesos mutuamente excluyentes.
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Fig. VAM IV.a

Sea el subconjunto de EXY (ver figura VAM 1V.a):
{X<xNnY<y}, siendo2<x<3,y>1
Los Unicos elementos de S que pertenecen a este conjunto son:
(1,0) 11 (2,0) (2.1)
y por lo tanto: Por [6]
1 Por [5]
F¥(xy) =P(X<xn Y <y)=P[(1,0) U (1,1) U (2,0) U (2,1)] = |
=P(1,0)+P(1,1) +P(2,0)+P(2,1)=4-%,
Resumiendo:
FY(xy) = 4- Y, para2<x<3,y>1

Procediendo de igual manera para otros intervalos resulta la F. de D. graficada en la

figura VAM IV.b.
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Fig. VAM IV.b
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Una manera facil de representar esta F. de D. seria por “proyeccion acotada”, tal
como indica la figura VAM IV.c.

Yy A
0 | 2/12 | 4/12 |6/12 | 8/12 |10/12] 1
1_
1/12 | 2/12 | 3/12 | 4/12 |5/12 | 6/12
G, >
1 2 3 4 5 6 X
N .
FY(xy) Fig. VAM IV.c
VAM V

Propiedades de las F. de D. bidimensionales

VAM V.1

a. Se probaré a continuacion que:

PXi < X<X2Ny1<Y<yy) = FXY(XZY2) - FXY(X1YZ) - FXY(XZYD + FXY(lel) [1]

Yy A
Y2
«B—> A
Y1
T
D X1 I X2 )z
Fig. VAM V.a

Sean los conjuntos mutuamente excluyentes A, B, C y D indicados en la figura
VAM V.a. Evidentemente se tiene que:

P(A U B U C U D) = P(A) + P(B) + P(C) + P(D) =
=P(A) + [P(B) + P(D)] + [P(C) + P(D)] - P(D) =
= P(A) + P(B U D) + P(C U D) - P(D)
y entonces:
P(XSXzﬁYSyz)zP(X1<XSXzﬁy1<YSyz)+P(XSXlﬁYSyz)‘F
+ P(XSXZmYSyl)—P(X§x1mY£y1)
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es decir que:
FXY

FXY FXY

(X2y2) =P(Xx1 < X<xoNy1 <Y <yp) + (X2y1) - F*"(Xay1)

(xay2) +
de donde surge inmediatamente lo indicado en [1].
b. Es evidente que toda F. de D. ha de ser tal que resulten no negativas las

probabilidades dadas por [1].
Asi, no podria ser una F. de D. la funcion (ver figura VAM V.b):

) [0 para{x <0} U {y <0} U {x+y<1}
D" (xy) =
1 para{x=20}n{y=>20}n{x+y=>1}

o)y =1

(D(Xy)zo q)(xy):o

X vy

Fig. VAM V.b
ya que entonces seria:

P(4 <X<1n % <Y<1) =011 -0(4,1) - @ %)+ (4%, %) =
=1-1-1+0=-1

VAM V.2

En general, puede demostrarse que las propiedades indicadas en VAU IV para las F. de D.
de las variables unidimensionales son generalizables al caso de las F. de D. de las variables
multidimensionales.

Asi, para el caso de las F .de D. de las variables bidimensionales se tiene que:

1°. F*"(xy) es no decreciente en x y en 'y [2]
2°. F*Y(xy) es continua por la derechaen x y en'y [3]
30, FY(o0,00) = 1 [4]

FY(=o0,y) = FY(x, - o) = F¥(= 0, —0) = 0 [5]

4. PX=xNY=y)=FYxy) - FY(x-0y) - F"(x,y - 0) + F*"(x -0,y - 0) [6]
50..Dada una F*¥(xy) queda determinada una distribucion de probabilidad
sobre todo intervalo de EX. ]
6°. Ademas, para X; < Xz Yy y1 <Y se tiene que (ver [1]): ] 8]
FY(xay2) - FY (xay2) - F (xayn) + F*Y (xayn) > 0
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VAM VI

Distribuciones Marginales

a.

Considérese definida una distribucion de probabilidad DExvz sobre el espacio

muestral EXY%. Los resultados del experimento correspondiente seran 3 — plas (xyz).
Supdngase que al realizar dicho experimento se desestime el valor asumido por la
variable Z.

En estas nuevas condiciones los resultados determinaran 2 — plas (xy), y por lo tanto
se tendra un espacio muestral EXY. Sobre este E*Y existira una distribucién de
probabilidad DExv ya que, segln es evidente, a un suceso A — EXY (ver figura

VAM Vl.a) debe corresponder una probabilidad igual a la que DExvz asigna al
suceso A’ ¢ DExvz formado por todas las 3 — plas (xyz) tales que:

1°) (x,y) € A,

2°) z cualquiera.

(A)

z / PDEXYZ B PDEXY
Xv W
E 4

\ EXY

(A)

~L- Figura VAM Vl.a

La distribucion Dgxy asi originada sera llamada marginal de Dexvz sobre X e'Y.

De manera similar se hubieran podido definir las distribuciones marginales de
Dexyz sobre Xy Z,y sobre Yy Z.

Anélogamente, si en vez de desestimar el valor asumido por Z se desestiman los
valores asumidos por Y y Z, los resultados determinaran nimeros X, y se tendra un
espacio muestral E*, sobre el cual existira una distribucion de probabilidad Dex tal

que a un conjunto B = EX (ver figura VAM V1.b) corresponde una probabilidad igual
alaque Dpxvz asigna al conjunto B' = E*¥# formado por todas las 3 — plas (xyz)

tales que:
1°) x € B,
2°)y, z cualesquiera.
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, FP D_xvz B)=PD_, (B)

Figura VAM VI.b

La distribucion Dex asi originada sera llamada marginal de Dexyz sobre X. De
manera similar se hubiera podido definir las distribuciones marginales de DExvz

sobre Y y sobre Z.

Lo visto con respecto al caso de las tres variables simultaneas X, Y y Z, es
facilmente generalizable al caso general de n variables simultaneas.

Considérese definida una distribucion de probabilidad D xyz sobre el espacio

muestral EXY%. Sea F*Y4(xyz) la F. de D. correspondiente.
“Se ve” (y puede demostrarse facilmente en forma rigurosa) que:

1°) la F. de D. de la distribucion DExv , marginal de DExvz sobre X e'Y, es:

FYxy) = lim F(xyz) =F"%(x, y , )
Z—>0

2°) La F. de D. de la distribucion DExz , marginal de DExvz sobre Xy Z, es:

FXZ(XZ) — Iim FXYZ(XyZ) — FXYZ(X L0, Z)
Yy—>0

3% LaF. de D. de la distribucion DEYZ , marginal de DExvz sobre Yy Z, es:

F%y2) = |im F"(xyz) = "%, x, 2)
X—>00

4°) La F. de D. de la distribucion DEx , marginal de DExvz sobre X, es:

FX) = lim F(xyz) = F"%(x, o, )

y—>©
Z—>0
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5°) La F. de D. de la distribucion DEY , marginal de DExvz sobre Y, es:

XYZ XYZ
F F

F'0= lim (xyz) = %0,y , »)

X—>00
Z—>0

6°) La F. de D. de la distribucion DEz , marginal de DExvz sobre Z, es:

F@) = lim FYxy2) =FY(x, », 2)
X—00
y—

VAM VII

Variables aleatorias independientes

a.

Sea un universo EXY

DEXY.

sobre el cual se ha definido una distribucion de probabilidad

Se define que las variables X e Y son independientes cuando lo son los
sucesos {X <x} y {Y <y}, cualesquiera sean los nUmeros X e y que se

elijan. [1]

Es decir que X e Y son independientes cuando y solo cuando:
PX<xNY<y)=P(X<X)P(Y<Yy) ; v X,y

Notar que:

1°. La probabilidad P(X < x) puede considerarse como dada por la distribucién
DEx , marginal de DExv sobre X.

2°. Igualmente, la probabilidad P(Y < y) puede considerarse como dada por la
distribucion DEY , marginal de DExv sobre Y.

Entonces, como:
PX<xnY<y)=FYxy) ;  PX<x)=F(x) ;  P(Y<y)=F(y)

por [1] se tiene que:
Las variables X e Y son independientes cuando y solo cuando:

PYxy) =F) - FYly) VX, y
siendo:
F*(x) la F. de D. de la distribucién marginal DEx

(2]

FY(y) la F. de D. de la distribucién marginal DEY

Se demostrara que:

Si X e Y son independientes, entonces a;X + b1 y a,Y + b, (a:>0, a2> 0) [3]
también lo son.
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En efecto: Por ser X e Y independientes

P(@X +bi<xn aY +by<y)= P(X< X;bl AY< y;bz):
1 2

=P(X < X;—bl) P(Y < y;ﬁ) = P(aX + by < X) - P(a;Y + by <)
1 2

Resumiendo, si X e Y son independientes entonces:
P(a1X +bh<xn aY + szy) = P(a1X + b1SX) : P(azY + szy)

Con lo que queda probado lo propuesto.
Puede también demostrarse lo antedicho cuando a; < 0 y/o a, < 0.

VAM VIII

Aplicaciones

VAM VIII.1

Dado F*"(xy) se pide hallar P(X > x N\ Y > y).
Se tiene que (ver figura VAM VIlI1.a):

)
X
IA
Z

.?f §\\\\>
/ {X<x}u{Y <y}

X X X X

D

Fig. VAM Vlll.a

EXY=(X>xnY>y)u(X<xuY<y)

Como los sucesos indicados entre paréntesis son mutuamente excluyentes:

1=PE"=P(X>xNY>y)+P(X<xuUY<y)=
=PX>XxNnY>y)+[PX<X)+P(Y < y)-PX<XxXNY<y)] =
=P(X>xNY >y)+Fx) +F'(y) - F(xy)

y por lo tanto:

P(X>xNY>y)=1-F*x) - F"(y) + F"(xy)
En el caso particular en que X e Y sean independientes:
PX>xNY>y)=1-Fx)-F'(y) + F(x) F'(y) = [1 - F*()I[L - F'(y)]

VAM VI11.2

Dado F*¥(xy) se pide hallar P(x; < X <x2/ Y <)
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PX1 <X<x2nY<y)) _ FXY(x2 -0,y) - FXY(xl,y)
Py <) F' )

P(X1 <X<x2/Y<y)=

En el caso particular en que X e Y sean independientes:

X Y X Y
P(X1<X<X2/Y£y)=F (X2 -0)F " (y)-F"(x1)F (y):Fx

(x2 —0) - F% (xq)
FY (y)

VAM IX

Distribuciones discretas bidimensionales

EXY

a. Se dird que una distribucion DExv efectuada sobre es discreta cuando la

variable bidimensional (XY) solo puede asumir una cantidad finita o infinidad
numerable de valores (xy) para los cuales sea P(X = x n'Y =y) > 0, debiendo
ademas ser igual a 1 la suma de todas esas probabilidades.
Es decir que debe ser:
Y P(X=xjnY=yj)=1 [1]
V(X;Yi) !/ P(X=x;"Y=Yy;)>0
A la variable bidimensional (XY) se la llamara discreta.

b. Llamese S al conjunto de duplas de E*Y cuya probabilidad sea no nula segin
DExv , es decir:
S= {(Xiyi)/P(X =XiNnY = y.) > 0} [2]

Entonces, tomando un suceso A — EXY

gue segun DEXY es:

cualquiera (ver figura VAM 1X.a) se tiene

P(A) = D P(X=xinY=yj) [3]
V(Xiyi)EAﬁS
YA YA
o o °
° ° °
° °
° y °
°
® °
° ® )
°
HX<XxNY <y} «
X X

(En ambas figuras los puntos representan componentes de S)

Fig. VAM IX.a Fig. VAM IX.b

Sien[3] setoma A= {X<xnNY <y} resulta (ver figura VAM IX.b):
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FXY (xy) = P(X<xAY <) = SPX=xinY=yj) [
V(X;yj)eX<xnY<yjnS

Sean los sucesos A = {X <x1 N Y <y} yB={ X <x,nY <y} tales que ambos
abarquen exactamente los mismos elementos de S (ver figura VAM IX.c).

YA

[ ]

[ ] [ ] °
y [ ]
1 {XSXlﬁYSyl}
Y2 °

° ° {X<x2NY <ys}
[ ]
e |yw |x Fig. VAM IX.c

X

Entonces, como A NS =B N S, por [4] se tendra que en ese caso sera:

FY (xay1) = P (Xzy2)

lo que determina que la F. de D. F*¥

ilustrado en la figura VAM 1V.b.

(xy) tome un aspecto de “escalera”, tal como

Ejemplo:

En un colegio, el profesor de quimica clasifica a los alumnos de 0 a 4, y el de
literatura los clasifica de 0 a 3.

Sea el experimento consistente en tomar un alumno al azar y determinar las
clasificaciones que obtuvo en esas dos materias.

Sean Q y L variables aleatorias que asuman respectivamente los valores de las notas
que el alumno obtenga en ellas.

Supdngase que un modelo adecuado de la realidad sea adjudicar a la variable
bidimensional (Q,L) la distribucion de probabilidad Deat indicada en el cuadro de

la figura VAM IX.d.
Se pide:
1°, Hallar las distribuciones marginales DEQ y DEL :

2°. Indicar si las variables Q y L son o no son independientes.

(o] Distribucién marginal
,j\ 0 1 2 3 4 Der)
0 0 0,01 0,03 0,05 0,09 P(L=0)=X' =0,18
1 0,01 0,02 0,04 0,05 0,14 PL=1)= Zl =0,26
2 0,01 0,03 0,05 0,05 0,11 P(L=2)= Zl =0,25
3 0,01 0,02 0,06 0,06 0,16 P(L=3)= El =0,31
Distri T { T T T
bucion | o o_g- L | po=1)== & | P@=2)=x '= | P(@=3)=x '= | P(Q=4)=x '= P(Q=ain L=l
marg =003 =0,08 =018 =021 =0,50 (Distribucién DLQL )

~ Distribucid inal
istribucion marginal p_q

Fig. VAM IX.d
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Se tiene que:
1°. Evidentemente, las distribuciones marginales DEQ y DEL son respectivamente

las indicadas en la dltima fila y la dltima columna de la figura VAM IX.d.

2°. Para que fueran Q y L independiente deberia tenerse que:
PQ=qinL=1)=PQ=q)P(L=1) Vvailj
y de movida puede verificarse que:
0=PQ=0nL=0)2P(Q=0)P(L=0)=0,03-0,18=0,0054

y esto basta para determinar que Q y L no sean independientes.

VAM X

Distribuciones continuas bidimensionales

a. Se dira que una distribucion bidimensional Dexy efectuada sobre EXY es

continua cuando existe una funcion uniformemente no negativa f *Y(xy) tal 1
que siendo (XY) la variable bidimensional asociada a la distribucion se [1]
tenga que:

FXY (xy) = jfoo jﬁ'oo £ XY (v, w) dv dw

La variable aleatoria (XY) y la F. de D. F*¥(xy) también seran llamadas_/

continuas.
b. Evidentemente, donde F*Y(xy) sea diferenciable con respecto a x e y se tendré que:
XY ()= 2 F X 0) FaXY ) 2]
X0y
C. Es obvio que:
1°°P(X<xNY<y)= XY (xy) = ji(oo B/OO f XY (v, w) dv dw [3]

2°. P(x1 < X <X M Y1 <Y <) = Y (y2) — FXY (xay2) = FXY(xay1) +

[4]
+ PY(xay) = j)’(‘f B’lz £ XY (v, w) dv dw

d. Se tiene que:
P(X=xNY =y) T FYxy) - P (x-0y) - FY(x,y-0) + F*Y(x-0,y-0) T 0 [5]
Ver [6] de VAM V Por ser F*"(xy) uniformemente continua

Es decir que en el caso de una distribucion continua bidimensional todo resultado
tiene “a priori” una probabilidad nula de aparicion.
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Por [4] y [5] se deduce que en el caso de una distribucion bidimensional continua se
tiene que:

P(X1<XSX2ﬂy1<YSyz):P(X1SXSX2ﬂy1<YSy2): [6]
ZP(X1SXSX2ﬁy1SYSyz)=EtC, Etc

Sea un suceso (subconjunto) cualquiera de E*Y, por ejemplo el A indicado en la

figura VAM X.a.
En base a lo visto mas arriba, y con un paso al limite puede probarse que:

P(A) = [[ £ (xy) dx dy [7]

Fig. VAM X.a

Se demostrara a continuacion que si D xy es una distribucion continua, entonces
sus distribuciones marginales Dex y Dy también lo son.

fXY

En efecto, si DEXY es continua entonces existe una funcion f * " (xy) uniformemente

no negativa tal que (ver [1]):

XY _ (X Y XY

FAY o) =7 [ 7Y (vow) dvdw
y entonces (ver d de VAM VI):

Xpoy — XY —_ (X [® XY

P =FY(xe0) = |77 177 (v,w) dw]dv [8]
y entonces (ver [1] de VAU VII) resulta que:

Xnn — [P XY Xy — [P XY
19, fX(v) = j_oo FPXYvw)dw = FXx) = j_oo XY (xy) dy [9]
X X
20, FX(x) = j_oo XV dv = Fx) = j_oo fX(x) dx [10]

y como f *¥(xy) es uniformemente no negativa se tiene por [9] que f *(x) también es

uniformemente no negativa, resultando asi que DEx es continua por tener la F de D
indicada en [10].
De una manera similar se demostraria que DEY también es continua.
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VAM XI

Funcidén de probabilidad de una distribucion bidimensional

EXY

Dada una distribucién DExY sobre un se llama funcidn de probabilidad de la variable

a la funcion:

p(xy) =P(X=xNY =vy) T F(xy) - F(x-0y) = F¥Y(x,y-0) + F*"(x-0,y-0) [1]

Ver [6] de VAM V

Esta funcion seré igual a 0 cuando:

1°. F*Y(xy) sea continuaen x e y Yya que entonces es:
P (xy) = P (x-0y) = F"(xy-0) = F*"(x-0,y-0)

20, FXY(xy) sea continuaen x y discontinuaen y ya que entonces es:
FY(xy) = FY(x-0,y) , FY(x,y-0) = F*Y(x-0,y-0)

30, F*Y(xy) sea continuaen y y discontinuaen X ya que entonces es:
F<'(x,y) = F*"(x,y-0) , FY(x-0,y) = F*Y(x-0,y-0)

Por lo tanto, para que sea p(xy) > 0 es condicién necesaria que F*"(xy) sea discontinua en x
ey.

El que dicha condicion no es asimismo suficiente queda ilustrado en el caso de la figura
VAM Xl.a, donde a pesar de ser F*¥(xy) discontinua en x e y en (2,2) se tiene que:

p(2.2) = F¥Y(2,2) - F*(2-0,2) - F*Y(2,2-0) + F*Y(2-0,2-0)=1-% -%+0=0

y
1/2 1
s+ 5 (F*(xy) en proyeccion acotada)
p(1,2) = 1/2 1/2
1 1 0 ®
p2,1) =%
" b « Fig. VAM Xl.a

Evidentemente, la funcién p(xy) es idénticamente nula en el caso de una distribucion
continua.
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VAM XII

Funcién de densidad de una distribucién bidimensional

a. Lo indicado en a de VAU IX es facilmente extensible al caso de distribuciones
bidimensionales.

b. Sea una distribucién bidimensional DExy continua. Sea la funcion:
Densidad de probabilidad en (xy) = lim PixsX<x+hny<¥<y+k) =
h—0°* hk
Ver [6] de VAM X k—0%t Ver[l] de VAMV

¢ |

- lim PX<X<X+hny<Y<y+k)

h—)0+ h k
k—0"

- lim FXY(x+h,y+k)—FXY(x+h,y)—FXY(x,y+k)+FXY(x,y)

h_)o+ h k
k—>0"

y, evidentemente, donde F*"(xy) sea diferenciable en x e y se tiene que:
Ver [2] de VAM X

o?F*Y (xy) _ i XY

oxoy
(xy) que figura en [1] de VAM X es llamada

Densidad de probabilidad en (xy) = (xy)

Es por este motivo que la funcion f %"
por extension funcién de densidad.

C. Sea DExv una distribucion continua bidimensional, y supdngase que las variables

X e Y correspondientes a las distribuciones marginales de DExv sean

independientes.
Entonces por [2] de VAM VII se tiene que:

F(xy) = FX(x) - F'(y) [1]

y, como segun se vio en g de VAM X, DEx y DEY son también continuas se tiene

por [1] que:
XY
Ji(wjilw f (v, w) dvdw = (.[-)Zo f X (v) dv)(.[-io f Y (w) dw) =

:.[i(oo.[io X (w) £ (w) dv dw
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Como este resultado es valido para cualquier (xy) que se elija, se tiene que:
7Y (v,w) = f*(v) f "(w) si X e Y son independientes
0, si se prefiere:
XY (xy) = £ X(x) f Y(y) si X e Y son independientes [2]
Ejemplo:

Sea V y W las variables aleatorias correspondientes respectivamente a la vida de dos
lamparas de luz de distintas procedencias. Sean:

0 parav <0 0 paraw <0
FV(v)= v FW(w) = _w 3]
1—e 1000 parav>0 1-e 1200 paraw >0

Se pide:
1°. Hallar la f. de d. de la distribucion bidimensional Dva .

2°. La probabilidad de que ambas lamparas duren méas de 1500 horas.

Para empezar (ver [2] de VAU VII):

Y 0 parav <0 W 0 paraw <0
f = v f = _w
W)=q_v_ e 1000 parav>0 W) W e 1200 paraw >0
1000 1200

y como V y W son independientes, por [1] se tiene que:

0 parav<0vw<0

= v _w
(vw) ﬁe 1000.%e 1200 parav>0Aw >0

£ VW

Por otra parte, y siempre por ser V' y W independientes:

P(V > 1500 ~ W > 1500) = P(V > 1500) P(W > 1500) =
1500 1500

= [1 - FY(1500)][1 - F"(1500)] = e 1000¢ 1200 = ¢~2:/® = 064
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VAM Xl

Suma de variables aleatorias

a.

Sea una variable aleatoria bidimensional (XY). Si en la realizacion de un
experimento se suman los valores que asuman X e Y se obtendrd un resultado
aleatorio al cual se asociara una nueva variable a la que se llamard X +Y.

(Tener en cuenta en lo que sigue que el simbolo X + Y no es més que la notacion de
una nueva variable).

Suponiendo conocida la distribucion de probabilidad DExy sobre EXY, para hallar
laF.de D.de X+, es decir:

F*Y(2) = P(X + Y <2)
bastara hallar la probabilidad que DEXY asigna al subconjunto de E*" formado por

todas las duplas (xy) tales que x +y < z (ver figura VAM XIlIl.a).

i’“ F**Y(z) = P(X + Y < z) = Probabilidad asignada por Dexv a
la regién sombreada de la figura

X+y=2z VAM Xlll.a (frontera inclusive).

z Fig. VAM Xl11.a

En el caso de una distribucién discreta:

FY (@)= > P(X=Xj NY=yj) [1]
V(XY (X +y< 2) N [P(X=X;nY=y;)>0]

En el caso de una distribucién continua:;

FX*Y(2) = ” £ XY (x,y) dx dy [2]
{(x,y)/ x+y<z}

VAM XIV

Producto de variables aleatorias

a.

Sea una variable aleatoria bidimensional (XY). Si en la realizacion de un
experimento se efectla el producto de los valores asumidos por X y por Y se
obtendrd un resultado aleatorio al cual se asociara una nueva variable a la que se
[lamara XY.

(Tener bien en cuenta que el simbolo XY no es méas que la notacion de una nueva
variable).
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Suponiendo conocida la distribucion que DEXY sobre E*Y, para hallar la F. de D.

de XY, es decir:

F*Y(2) = P(XY < 2)

bastara hallar la probabilidad que DEXY asigna al subconjunto de E*Y formada por

todas las duplas (xy) tales que x'y < z (ver figura VAM XIV .a).

AY Y
Xy =12
. ¢ | SIS
X X
Paraz <0
Paraz>0
Fig. VAM XIV.a
b. En el caso de una distribucion discreta:
F(2) = %P(X:ximYzyji
V(Xiy ) (X;yj<z)n[P(X=x;nY=y;)>0
(o En el caso de una distribucién continua:
@)= [ (xy)dxdy
{(x.y)/x-y<z}
VAM XIV
Aplicaciones
a. Sean dos numeros elegidos al azar entre 0 y 1 (por ejemplo por el método del reloj
indicado en VAU V.2). Sean X e Y variables independientes asociadas a los niUmeros
antedichos. Se pide hallar las F. de D. de:
X-Y y de Y - X |
b. Tal como visto en VAU V.2:
0 parax<O0 0 paray<0
X — Y —
FF0O= x parao<x<1 FF0=|y parao<y<1
1 parax>1 1 paray>1

y por lo tanto resulta:

£X(x) = 1 para0<x<1
0 para todo otro valor de x

fY(y)= 1 paraO<y<1
0 paratodo otro valor de y
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Entonces, como X e Y son independientes, por lo indicado en [1] de VAM XII se
tiene que:

XYron —eXrneYen - | 1 para todo (xy) talque0<x<1n0<y<1 [1]
Foy) =170 T7(y) = [0 para todo otro (xy)

Se tratard de calcularlaF. de D.de X =Y .

Pdngase:

Z=X-Y
Se tiene que:

X-Y<zl < [Y>2X-7]
y entonces:

F(2)=P@Z<2)= [[ 1*(xy)dxdy
A
siendo A la region indicada en la figura VAM X1V .a.

y

-7

y=X-2

‘\

// A 7y =x-12

% X X
Aparaz>0 Aparaz<0
Fig. VAM X1V.a
Entonces, teniendo en cuenta a [1]:
_ 2
1. Para0<z<1 F¥z)= [[ ldxdy=1- ( 22)
{ ySX-2
z/1 X
20.Paraz>1: Fz)= [[ 1dxdy=1
vy
ZX
para—1<2<0: F2(2)= [[1axdy= [*Zax [1 gy @27
ara-1<z<0: (z)_” X y_IO XIx-z y = 5

y y=Xx-2

g

1+z X
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Para z < -1: FZ(z)=”dedy=0

YA/ Y=X-12
y/

Y

Se tratara de calcular la F. de D. de | Y-X | .

N

7 X

Pdngase:
z=|y-Xx|
Entonces:

1°. F%(z) = Oparaz<0Ovyaque | Y —Z| es siempre no negativa.

2°. Para0<z<1:
FA(2)=P(Z<2)=P(-z<Y-X<2)=P(X-z<Y <X +2).

Es decir que:

F2(2) = [[ £ %Y (x.y) dxdy
B

Siendo B la regidn indicada en la figura VAM XIV.b.

/ / ............. -
i Fig. VAM XIV.b

Entonces, teniendo en cuenta a [1]:

2
FZ(2) :ijfXY(x,y) dx dy=jj1dxdy—2jj1dxdy=1-2%=1—(1-z)2

1 1-z

1_27 para0<z<1
1
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3°. Por ultimo:
Fz(z)zﬂfXY(x,y)dxdyzl paraz >1
1
1
1
1
VAM XV
Teorema
a. Generalizando lo visto en a de VAM XIII:

Sea una variable aleatoria multidimensional (Xj, ..., X;). Si en la realizacion de un
experimento se suman los valores que asuman Xj, ..., X, se obtendrd un resultado
aleatorio al cual se asociara una nueva variable a la que se llamard X; + ... + X,.

b. Puede demostrarse (ver Apéndice A.VAM lII) que:

m =M, +...+m
X1+....+Xn Xl Xn
siendo las variables Xy, ..., X, cualesquiera (independientes o no | [1]
independientes y discretas o continuas), pero a condicién de que
todas ellas tengan valor medio.

C. Puede demostrarse (ver Apéndice A. VAM V) que:

0'2 =O'2x1 +...+O'2

X1+. . .+Xn Xn

a condicion de que X, ..., X, sean independientes y tengan todas
varianza. [2]
La demostracién es valida tanto para variables discretas como para
variables continuas.

d. Estos dos teoremas son sumamente importantes. En lo que sigue se hard un uso
intensivo de los mismos.

VAM XVI

Valor medio y varianza de la media aritmética de n variables aleatorias, todas
independientes entre si y tales que todas tengan el mismo valor medio y la misma
varianza

Sean Xy, ..., X, variables aleatorias todas independientes entre si y tales que:

mxl :...:mxn =m

2 2 2
Oy, ===0 x, =0 [1]
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Sea:

X==(X1+X2+ +Xp)

Por [4] de VAU X1y [1] de VAM XV.

1
m_ ==(mM_ +..+m
n

1
% xg T Xn)zﬁnmzm [2]

(Notar que este resultado es valido tanto cuando Xj, ..., X, son independientes como cuando
no lo son).

Por [4] de VAU XIly por [2] de VAM XV

2 2 1 2 1.2 2
0 v =0 =—0 =—/(o + 4o )=
X l(x1++xn) n2 (X1++Xn) n2 Xl XI"I
" [3]
2
= —2 n 0'2 = O-—
n n
(Solo cuando Xy, ..., X, son independientes)
Resumiendo:
mX =m [4]
2
2 o . . .
oy = T; (Si Xy, ..., X, son independientes) [5]
Esto ultimo implica que:
o . . .
o_ =—;(Si Xy, ..., X, son independientes 6
X~ In (Si X4 n p ) [6]
VAM XVII
Consecuencia principal del teorema de Tchebycheff
a. Sean n repeticiones de un mismo experimento aleatorio a las cuales se asocian las

variables X, ..., Xp.
Por tratarse de repeticiones de un mismo experimento se tiene que:
_ _ 2 _ _ 2 _ 2
mx1 —...—mxn =m vy O x, =+=0"x, =0
y poniendo:
Y:l(x1+...+xn) [1]
n

por [2] y [3] de VAM XVI se tiene que:

_ 2 202/ _ )
mY m y O'Y n:ai /\/ﬁ [2]
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Supongase que interese conocer un n (cantidad de repeticiones del experimento) que
asegure que dada una probabilidad arbitraria o y un € arbitrario se tenga que:

P(X-m| <g)>a [3]

Por [1], [2], y por [1] de VAU XIII se tiene que:

P(X-m|> k%ﬁ)<%2
p(|¥—m|>k%ﬁ)+n=%2 M>0
P(|Y—m|gk%ﬁ)=1- %2+n>1-%2 [4]

Tomese:

1, 1- %2=a: k=1 Y1 [5]
2
20.¢e= k7\/ﬁ: /%1_a)-7\/ﬁzn=z—2ﬁ [6]

Entonces por [4], [5] y [6] resulta que se cumplira lo indicado en [3] cuando se

tome:
ot 1
21l-a
Supdngase que se tome n” > n. Entonces por [6] se tiene que:
Lol 1 2 1 1 1 ,
n'=— > N=—— = > > a >a
2 1-a 2l-a l-a' l-a
Entonces puede decirse que:
2
paran> & e P(X-m<&)> a [7]
2 1l-a

Esta formula [7] constituye una justificacion de la frecuencia relativa de aparicion de
un suceso como probabilidad del mismo.

Sin embargo, notar que dicha formula da Unicamente una probabilidad y no una
certeza. Las objeciones a la definicion empirica de probabilidad dadas en NP Ill
siguen en pie.
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VAM XVIII
Observacion

Este capitulo pretende dar una idea acerca de los conceptos basicos referentes a las variables
y distribuciones multidimensionales, pero casi toda la presentacion ha sido hecha en base al
caso bidimensional.

Se ha procedido asi para facilitar la asimilacion de dichos conceptos basicos, y teniendo en
cuenta que la extension de lo visto al caso multidimensional es casi obvia (aunque en ciertas
circunstancias esta extension requeriria procedimientos algo mas refinados).
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APENDICES
AVAM I
Teorema
a. Sea un experimento al cual se asocia la variable aleatoria X. Sea:
Y =9 (X) [1]

donde ¢ es una funcion uniforme y definida para todo valor que puede asumir X.
Se demostrara que:

M (x) = D o (Xi)P(X =xj) para X discreta [2]
4 vx; I P(X=x;)>0
T X
m = x) f 7 (x) dx ara X continua 3
p(x)" 1P p [3]
—00
b. Se considerara primero el caso en que X sea discreta.

Sea por ejemplo el caso considerado en la figura A.VAM l.a.

Y
e N Y=0k)

Y3 = @(Xs) = 9(Xs)

’,.'.f ..... Yo = @(X3)

X
T Y1=0(X1) = 9(X2)
P(X=x)
[ ]
® °

® ¢

X1 X2 X3 X4 X5 X
Fig. AVAM l.a

Se tiene que (ver figura):

m = mco(X) =y1P(Y=y1) +y2P(Y =y2) +ys P(Y =y3) =

=y1 P[(X=X1) U (X =x2)] +y2 P(X=X3) + Y3 P[(X=Xg) U (X =X5)] =
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= @(X1)P(X=x1) + (X2)P(X=X2) + ¢(X3)P(X=X3) + 9(X4)P(X=Xs) + @(X5)P(X=Xs) =

= D o(Xi)P(X =Xj)
in /P(szi)>0

Evidentemente, el razonamiento empleado en este ejemplo puede ser generalizado a
un caso cualquiera.
Con lo que queda demostrado lo indicado en [2].

Se considerara ahora el caso en que X sea continua.
Sea por ejemplo el caso indicado en la figura A.VAM l.b.

Y
y +dy A\ Y=o
y
X
f*(x)
7
o —
7
X
Fig. A\VAM Lb

Evidentemente se tiene que:

P (y <Y <y + dy) = Area de superficie sombreada en la parte inferior de la figura

y entonces:
© © ©

My =My = [Y Y0 dy= [yP(y<Y<y+dy) = Jo(x) () dx
o 0 —o

Con lo que queda probado lo indicado en [3].
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AVAM 11

Generalizacion

Evidentemente, cabe generalizar las formulas [2] y [3] de A.VAM I a funciones de mas de
una variable. Asi si:

Z=¢p(XY) [1]
se tiene:
moexyy =Mz = > e (Xiyj)P(X =xj NY =yj) para (XY) discreta [2]
V(xiyj)/ P(X=x;nY=y;)>0
M, xyy ~Mz " [ JeOy ™Y (xy)dx dy para (XY) continua [3]
X=—00y=—00
AVAM Il
a. Se demostrara que:
m =mg +m Sean X e Y independientesono  [1]

X+Y X Y
b. Para variable discreta, por [2] de A.VAM II, poniendo:

Z=p(X,Y)=X+Y

resulta:
Myy =M = D Xi+YjPPX=xinY=yj)=
V(lej)/ P(X=X| ﬂYZyJ)>O
= inP(szimYzyj)+ ZyjP(szimYzyj)z
V(lej)/ P(X:X| mY:yJ)>O V(lej)/P(szl mY:yJ)>O
= DX YPX=xjnY=yj) +
VXi /P(XZXi)>O Vyj / P(X:Xi mY=y1)>O
P(X:Xi)
+ Zyj ZP(X:XimY:yj):
VyJ/P(Y=y1)>O VXi / P(X:Xi ﬁYZyJ)>O
P(Y=yj)
= D XiP(X =xj) + ZyjP(Y:yj)szerY
VXi /P(XZXi)>O VyJ/P(YZyJ)>O

Con lo cual queda demostrado lo indicado en [1] para variables discretas.



VAM 29

Para variable continua, por [3] de A.VAM Il se tiene que:

o0 oo
_ - XY _
My oy =M, = J j(x+y)f (xy)dx dy =

—00 —00

e 0] (e 0] e 0] o0
dex ijY(xy)dy + Iydy IfXY(xy)dx =

—00 —00 —00 —00
[N NS

f (%) fY(y)
(Ver [9] de VAM X)

o0 o0
J'x fX(x)dx + Jny(y)dyz my +my,

—0 —0
Con lo cual queda demostrado lo indicado en [1] para variables continuas.
Por [1] y por el principio de induccidén completa se demuestra que:
Mxg+etXn ~ g 7 T Mxp [2]
AVAM IV

Se demostrara que:

Myy =My "My cuando X e Y sean independientes [1]

Para (XY) discreta se tiene por [2] de A.VAM Il que: ( por ser X e Y independientes

Myy =M= inyjP(szimYzyj)z
V(Xiyj)/P(X:Xi mY:yJ)>0

= D XiP(X=xj)yjP(Y=yj) =
\V/Xi /P(X:X,)>00Vyj / P(Y:yj)>0

= inP(X:xi) ZyjP(Y:yj) =My "My
VXi /P(X:Xi)>0 VyJ/P(YZyJ)>O

Con lo cual queda demostrado [1] para el caso de funciones discretas.

Para (XY) continua se tiene por [3] de A.VAM Il que:
/— por ser X e Y independientes

Myy =M= I Ixyf (xy)dx dy =

—00 —00
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= J'x fx(x)dx Jny(y)dy: My -m

—0o0 —00

Y

Con lo cual queda demostrado [1] para el caso de funciones continuas.

AVAMYV
Se demostrara que:
o2 =62 152 cuandoXe Y sean independientes [1]
X+Y X Y
Sea:
Z=X+Y

Se tiene por [2] y [3] de A VAM | que:

3 (i _mZ)ZP(Z:Zi) ver AVAU IV
vzl P(Z=z;)>0
m ) _ I OO( I) zai [2]
(Z—mz) J‘(Z_mZ)ZfZ(Z)dZ
—00
Como:
Z=X+Y [3]

entonces, por [1] de A VAM lII:

mZ =mX +mY

Yy resulta entonces que:

Z-m_)2 =[(X+Y)=(my +m )P =[(X-m ) +(Y-m P = | [4
=(X—mx)2+(Y—mY)2+2(X—mX)(Y—mY):
entonces por [2], [3] y [4]:
0'2 2(72 =m =m 2 2
X+Y zZ (z-my)? (X=-my )" +(Y-m )" +2(X-m, )(Y-m, )

y por [2] de AVAM lII:
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por ser (X — my )e (Y—mY )
independientes y por [1] de A.VAM IV

2
o) =m +m +2m =
X+Y (X-m_ )2 (Y-m_ )2 (X-m )(¥-m_)
X Y
0'2 0'2
Y
=o” + 02 +2m m 0% +0
X v (X-m_ ) (Y—mY) X v
0 0

Con lo que queda demostrado lo indicado en [1].

Por [1] y por el principio de induccion completa resulta que:

0-2 =02 +...+02 cuando Xy, ..., X, son todas

independientes entre si.

[5]
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Problemas sobre variables aleatorias multidimensionales

Dada F*Y(xy) se pide hallar:
a) P(Y>2y/X=Xx)
b) P(Y <y /X1 <X<Xp)

Demostrar que si las variables aleatorias X e Y son independientes entonces
los sucesos {x; < X <xz}y {Y <y} también lo son.

Sea una mesa cuadrada de 1 m de lado. Considérese como origen de
coordenadas al angulo “sud — oeste” de la mesa. Se tira al azar una moneda
sobre esta mesa. El resultado del experimento es la abscisa y la ordenada del
punto sobre el cual cae el centro de la moneda.

Se asocia una variable X a la abscisa y una variable Y a la ordenada del punto
de caida del centro de la moneda.

Se pide hallar laF de D y la f de d de la variable bidimensional (X,Y).

Dada una f de d f *"(xy) correspondiente a una distribucion continua, se pide
hallar P(Y >y / X <x).

Supdngase que en forma independiente se elijan al azar dos nameros del
intervalo [0,1] (esta eleccion podria efectuarse, por ejemplo, por el “método
del reloj”). Sea b el primero de los numeros asi hallados y sea ¢ el segundo.
Indicar la probabilidad de que resulten reales las raices de la ecuacion
X2+ 2bx + ¢ = 0.

Sea una bolsa con 4 bolillas azules y 6 blancas y otra con 5 azules y 5
blancas. Se sacar 3 bolillas de cada bolsa.

Sean X e Y las variables aleatorias correspondientes respectivamente a la
cantidad de bolillas azules extraidas de las bolsas 12 y 22 Se pide hallar
FY (xy).

Seaunaf.ded.:

e v (xy)x>0Ny>0

Y (xy) =
0 para todo otro (xy)
Se pide hallar:
aP(X>1) ; b)Pla<X+Y<h) ; C)P(X<Y/X<L2Y)

Se eligen al azar dos nimeros del intervalo [0,1[ en forma independiente.
Indicar la F. de D. de:

a) El namero que resulte mayor.

b) EI nimero que resulte menor.
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VAM.10
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Sealaf.ded.
£XY(xy) = 4xy V (xy)/0<x<1l n0<y<l1
0 para todo otro (xy)
Sea:
V= X? W =Y?
Se pide hallar laF.de D. F"W(vw).
Sealaf.ded.
FXY (xy) = e v (xy)x>0Ny>0
0 para todo otro (xy)
Sea:
V=X+Y W =X
Se pide hallar las funciones:
a) F™V(v,w)

b) f%W(w)



